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ERREURS DE TRONCATURE ET D’ARRONDI

E. BRAILEANU"

In acest articol, este prezentatd metoda cu un pas a lui Euler de determinare
a solutiei aproximative a unui sistem diferential. Sunt demonstrate trei rezultate
adaptate de la pasul fix la pasul mobil. Se obtine o mai buna evaluare a erorilor de
discretizare §i rotunjire.

We present the problem of the approached resolution of the differential
systems by successive approximations and we give the addaption of the
demonstration for three results from the stationary to the variable step method.
Thus, we obtain an amelioration of the truncation and round — off errors.

On présente le probleme de la résolution approchée des systemes
différentiels par des approximations succesives et on donne trois démonstrations
adaptées pour [’extension de la méthode du pas constant a la méthode du pas
variable. Ainsi, on obtient une amélioration de [’erreur de troncature et d’arrondi.

Mots-clef: pas, erreurs, arrondi.
Introduction

Soit le probleme Cauchy
{Y'(X) = f(x,y)
y(a)=o
ot x e[a,b], ye R*, se N*, a est fixé dans R*.
Pour la fonction continue
f:[a,b]xR* >R
avec la propriété qu’il existe L >0 tel que

Hf(x,y)— fx,y") SLHy—y*

(T est une fonction L — Lipschitz dans la variable vectorielle), le probléme

(1

Cauchy admet une solution unique.
Par la méthode d’Euler du pas constant, la solution y est approchée par
I’ensemble (y,, )n:O 1o obtenue par les formules:
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Yo=a
{ (2)
Ya+1 = Yn +h¢(xnﬂ yn;h)

ou £ >0 est une constante qui s’apelle le pas (constant) de la méthode; ¢ est la
fonction de croissance de la méthode.
Les points (xn )n:() 1. des formules (2) sont obtenus par le processus

{XO =a (3)

Xpp1 =X, +h

itératif:

ou x, +h €[a,b] pour chaque n considéré.
Soit 0:[a,b]—>(0,1] une fonction continue par morceaux. Pour la
méthode a un pas variable, nous avons les suivants processus itératifs:
Yo =0
{ (4)
Yns1=Yn +h e(xn )¢(xn sYnsh e(xn ))
respectivement
Xp=a
6))
{xnﬂ =Xyt he(xn)
Le vecteur €, =y, — Y(x, ) est appellé I’erreur de troncature.
Pour #>0 tel que x+he[a,b], la fonction de croissance rélative du
systéme est définie par
Y +0(n)-y(x)

A, y(x); h8(x))= h(x) (©)
f(x.y) . h=0
La fonction
Lx
e -1
—,L#0
Ep(x)= (7
x ,L=0
s’appelle la fonction Lipschitz.
K1
Pour p=| i [eR¥, nousavons |u|=|u|+...+ug|.
K

Lemme. Soit I’ensemble de nombre réels {ty,#,...,t,,...; tel que

|tn+1| < a|tn | +b, (V) n=0,1,2,..., ou a et b sont des constantes positives. Alors,
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a—l

, (V)n=0,12,...
nb ,a=1
La notation Y représente un arrondissement pour Yy et le vecteur
r, =Y, —Y, s appelle I’erreur d’arrondi.
Le plus petit nombre utilisé par ’ordinateur s’appelle ’'unité de base. La

notation x" représente le plus approché multiple de ’unité pour le nombre x.
Le vecteur m,.; = (h$(xn Y ;h))* - h$(xn ,Y,;h) s’appelle erreur
induite, le vecteur p, = h$(xn . Vi h)—ho(x,, ¥,: h) s’appelle 1’erreur

inhérente et le vecteur €,,1 =n,,+1 +P,,+1 S appelle ’erreur d’arrondi locale.
1. Méthode a un pas variable

Théoreme 1. Soit ¢:[a,b]xR* x[s,hg] >R, ¢ =0(x; y; #0(x)) une
fonction de croissance continue et L — Lipschitz dans la variable vecteur tel que
||¢(x, y;h0(x))—-A(x, y;h G(x))" <ch?,(¥)x ela,b], he[0,hy], ou ¢ et p sont des
constantes positives. Alors,

(1+ hO(x, )L)" -
el <] HOG L

nhp+19(xn )e ,L=0.
Démonstration. En utilisant les rélations (5), on obtient

Y(xn+l): y(xn )+ y(xn +hhee(zc;n)))_ y(xn )'he(xn )

Donc, y(xn+l ) = y(xn )+ ho(x, )A(xn > y(xn ); h e(xn ))
Yne1=Yn t he(xn )¢(xn > Yns h e(xn )) :

Par la soustraction, on trouve

€ut1 =€, +hl(x, )[¢(xn > Yn :he(xn )) (xn ) y(xn )’ he( ))] =
=g, +h0(x, 19, ¥ s18(x,, )=l Y(ox, )i 1B, )]+
+h8(x,, )- [0l y(x,, ):16(x,, )= Al y(x,, ): 18k, )]

On obtient

,L#0

lens1ll<len ]+ 760k, )L]e, |+ 26(x, )i
et < 1+ 46(x, )L )e, ||+hp+10(xn)
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En appliquant la lemme, on déduit
(1+70(x, L)' —1
le.| < (1+h0Ce, L) leo]+1  HOCe )L
nhPHe(x, ), L=0.
Mais Y, = y(a)=a, c’est-a-dire [eg||=0.

L#0

Théoréme 2. Soit y la solution du probléme Cauchy et
o:[a,b]xR* x[0,hy] > R
la fonction de croissance qui a les propriétés du théoréme 1.

Soit I’ensemble (y,,),_o 1, O

{yo =a ®)
Vot = Vo + 100, Yo, ¥, 700, )+ (10, ),
X, € [a,b], n=0,1,2,..., ou k,q sont des constantes positives, les vecteurs
(1, )n:0,1,2,... vérifient les inégalités ||un || <1,(V)n=0,1,2,...

Alors, ||y, = Y(x, | <h"ME[ (nhc), pour x, la,b] hel0,hy], ou
r=min(p,q), M =ch?™" +khd?", d = sup 6(x).

xela,b]

Démonstration. Nous avons
Y(xn11)= Y0, )+ 10(x, )A(x,, Y (x,, )1 6(x, ) ©)

En utilisant (8) — (9), on trouve

€41 = €, +h0(x, 9, 3 0(x, )= Al y(x,, ):78(x,, )]+ (R O(x,, ) ke,
On obtient

H<I>(xn Y3 h8(x, )= A(x, y(x, s O(x, )+ (28(x, ) K, H <
< ||¢(xn > Yn ;he(xn ))_ ¢(xn ,y(xn );h e(xn )m +
+ (e y(ry h1OCx,, )= ACx, (e 8, )+ 29 (8(x, ) Al <

<Lle,|+ch? +h9dk,
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oud= sup O(x)e(0,1].
xelab]

Puis,
lew sl <l + (hd \Efen |+ ch? +n9a9k)=
= (1+hdL ), |+ cdn?*! + R4 a7+,

En utilisant la lemme, on trouve (||e0|| = 0):

%(thpﬂ +hq+ldq+1k) L+0
len ]| < (1+ L) [eo||+ hdL ’ =
nlcdn?*! +hq+1dq+1k) ,L=0
(1+hdL)" -1
- (chp +hqqu)- L0
nhd ,L=0

sh’(chl"r +khq_rd)- A =h"ME | (nhd)

nhd ,L=0

parce que e* >x+1,(V)x>0.

Supposons A =h,a" =a, © une fonction continue par morceaux,
0(x, )" =6(x, ) (done, x, =x,). yo=»0: Yo =Yo

Vst = Vi +(100x, )JO(xy, ¥y 18(x, ), n=0,1,2,...

Théoréme 3. Soit ¢(x,;#0(x)) la fonction de croissance continue,
L — Lipschitz pour la variable vectorielle. Supposons que € soit une constante
positive tel que [e,|<&, n=0,1,2,...

Alors, I’erreur d’arrondi est bornée:

(1+48(x, )" -1
[ral<q no(x,)
ne ,h=0
Demonstration. Nous avons
Vi1 =Yn +h e(xn )¢(xn Ynsh e(xn ))+ he(xn )¢(xn Y ;he(xn ))* -
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—h e(xn )$(xn ’ Vn ;h e(xn ))+ h(e(xn ))$(xn > Vn ;h e(xn ))_ h e(xn )$(xn ’ Vn ;h e(xn )) =
= Vn +he(xn )(I)(xn > Vn ;he(xn ))+nn+1 +Pn+1-
Alors,
7n+1 = yn +he(xn )¢(xn’7n;he(xn ))+8n+1
Yne1=Ynt h e(xn )¢(xn > Yn ;he(xn ))
Donc,
Myl =T, +h e(xn )[¢(xn s Y ;he(xn ))_(I)(xn > Vn ;he(xn ))]+ €n+l>
[6yorll <[+ 500G, ) [+ & = (1 + 2 0Ce, D+

et on applique la lemme.
Conclusion

Par la méthode du pas variable, on obtient une amélioration pour
I’éstimation des erreurs de troncature et d’arrondi.
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