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ERREURS DE TRONCATURE ET D’ARRONDI 

E. BRĂILEANU* 

În acest articol, este prezentată metoda cu un pas a lui Euler de determinare 
a soluţiei aproximative a unui sistem diferenţial. Sunt demonstrate trei rezultate 
adaptate de la pasul fix la pasul mobil. Se obţine o mai bună evaluare a erorilor de 
discretizare şi rotunjire. 

We present the problem of the approached resolution of the differential 
systems by successive approximations and we give the addaption of the 
demonstration for three results from the stationary to the variable step method. 
Thus, we obtain an amelioration of the truncation and round – off errors. 

On présente le problème de la résolution approchée des systèmes 
différentiels par des approximations succesives et on donne trois démonstrations 
adaptées pour l’extension de la méthode du pas constant à la méthode du pas 
variable. Ainsi, on obtient une amélioration de l’erreur de troncature et d’arrondi. 

Mots-clef: pas, erreurs, arrondi. 

Introduction 

Soit le problème Cauchy 
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où α,,],,[ ∗∈∈∈ NR sbax sy  est fixé dans sR . 
Pour la fonction continue 

RR →× sba ],[:f  
avec la propriété qu’il existe 0≥L  tel que  
 ∗∗ −≤− yyyfyf Lxx ),(),(  

( f  est une fonction L – Lipschitz dans la variable vectorielle), le problème 
Cauchy admet une solution unique. 
 Par la méthode d’Euler du pas constant, la solution y est approchée par 
l’ensemble ( ) ,...2,1,0=nny  obtenue par les formules: 
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où 0≥h  est une constante qui s’apelle le pas (constant) de la méthode; φ  est la 
fonction de croissance de la méthode. 
 Les points ( ) ,...2,1,0=nnx  des formules (2) sont obtenus par le processus 

itératif: 
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où ],[ bahxn ∈+  pour chaque n considéré. 
Soit ]1,0(],[: →baθ  une fonction continue par morceaux. Pour la 

méthode à un pas variable, nous avons les suivants processus itératifs: 
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respectivement 
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Le vecteur ( )nnn xyye −=  est appellé l’erreur de troncature. 
Pour 0≥h  tel que ],[ bahx ∈+ , la fonction de croissance rélative du 

système est définie par 
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La fonction 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
−

=

0,

0,1
)(

Lx

L
L

e
xE

Lx

L  (7) 

s’appelle la fonction Lipschitz. 

Pour s
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, nous avons sμμμ ++= …1 . 

Lemme. Soit l’ensemble de nombre réels { }…… ,,,, 10 nttt  tel que 
btat nn +≤+1 , ( ) …,2,1,0=∀ n , où a et b sont des constantes positives. Alors, 
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La notation y~  représente un arrondissement pour y et le vecteur 

nnn yyr −= ~  s’appelle l’erreur d’arrondi. 
Le plus petit nombre utilisé par l’ordinateur s’appelle l’unité de base. La 

notation ∗x  reprèsente le plus approché multiple de l’unité pour le nombre x. 

Le vecteur ( ) );~,(~);,(~
1 hxhhxh nnnnn yy φφη −=

∗
+  s’appelle l’erreur 

induite, le vecteur ( ) ( )hxhhxh nnnnn ;~,;~,~
1 yy φφρ −=+  s’appelle l’erreur 

inhérente et le vecteur 111 +++ += nnn ρηε  s’appelle l’erreur d’arrondi locale. 

1. Méthode à un pas variable 

Théorème 1. Soit [ ] [ ] RR →×× 0,,: hsba sφ , ( ))(;; xhx θφφ y=  une 
fonction de croissance continue et L – Lipschitz dans la variable vecteur tel que 
( ) ( ) ( ) ],0[],,[,)(;,)(;, 0hhbaxchxhxxhx p ∈∈∀≤Δ− θθφ yy , où c et p sont des 

constantes positives. Alors, 
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Démonstration. En utilisant les rélations (5), on obtient  

( ) ( ) ( ) ( )
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Donc, ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnnnn xhxxxhxx θθ ;,)(1 yyy Δ+=+  
 ( )( )nnnnnn xhxxh θφθ ;,)(1 yyy +=+ . 
Par la soustraction, on trouve 

( )( ) ( ) ( )( )[ ]=Δ−+=+ nnnnnnnnn xhxxxhxxhe θθφθ ;,;,)(1 yye  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]+−+= nnnnnnnn xhxxxhxxh θφθφθ ;,;, yye  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]nnnnnnn xhxxxhxxxh θθφθ ;,;, yy Δ−⋅+ . 
On obtient 

( ) ( ) ,1
p

nnnnn chxhLxh θθ ++≤+ eee  

( )( ) ( ) .1 1
1 cxhLxh n

p
nnn θθ +

+ ++≤ ee  
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En appliquant la lemme, on déduit 
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Mais ( ) α== ayy0 , c’est-à-dire 00 =e . 

Théorème 2. Soit y la solution du problème Cauchy et  

[ ] RR →×× 0,0],[: hba sφ  

la fonction de croissance qui a les propriétés du théorème 1. 

Soit l’ensemble ( ) …,2,1,0=nny  où 
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[ ] …,2,1,0,, =∈ nbaxn , où qk,  sont des constantes positives, les vecteurs 
( ) …,2,1,0=nnμ  vérifient les inégalités ( ) …,2,1,0,1 =∀≤ nnμ  

Alors, ( ) ( )nhcMEhx L
r

nn ≤− yy , pour [ ] [ ]0,0,, hhbaxn ∈∈ , où 

( )qpr ,min= , rqrp khdchM −− += , 
[ ]

( )xθd
ba,x∈

= sup . 

Démonstration. Nous avons 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnnnn xhxxxhxx θθ ;,1 yyy Δ+=+  (9) 

En utilisant (8) – (9), on trouve 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) n
q

nnnnnnnnnn kxhxhxxxhxxh μθθθφθ +Δ−+=+ ;,;,1 yyee . 

On obtient 
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( )( ) ( ) ( )( ) +−≤ nnnnnn xhxyxxhx θφθφ ;,;, y  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ≤+Δ−+ n
q

n
q

nnnnnn kxhxhxyxxhxx μθθθφ ;,;, y  

kdhchL qqp
n ++≤ e , 
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où 
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Puis, 
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En utilisant la lemme, on trouve ( )00 =e : 
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parce que ( ) 0,1 >∀+> xxex . 

Supposons aahh == ∗∗ , , θ  une fonction continue par morceaux, 

( ) ( )nn xx θθ =∗  (donc, nn xx =∗ ), 00 yy =∗ ; 00
~ yy =  

( )( ) ( )( ) …,2,1,0,,~,~~~
1 =+= ∗

+ nxhxxh nnnnnn θφθ yyy  

Théorème 3. Soit ( )( )xhyx θφ ;,  la fonction de croissance continue,  
L – Lipschitz pour la variable vectorielle. Supposons que ε  soit une constante 
positive tel que …,2,1,0, =< nn εε  

Alors, l’erreur d’arrondi est bornée: 
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Demonstration. Nous avons  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) −++= ∗

+ nnnnnnnnnn xhxxhxhxxh θφθθφθ ;~,~;~,~~
1 yyyy  
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) =−+− nnnnnnnnnnnn xhxxhxhxxhxhxxh θφθθφθθφθ ;~,~;~,~;~,~ yyy
( ) ( )( ) 11;~,~

++ +++= nnnnnnn xhxxh ρηθφθ yy . 
Alors, 

( ) ( )( ) 11 ;~,~~
++ ++= nnnnnnn xhxxh εθφθ yyy  

( ) ( )( ).;,1 nnnnnn xhxxh θφθ yyy +=+  
Donc, 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] 11 ;,;~, ++ +−+= nnnnnnnnnn xhyxxhxxh εθφθφθ yrr , 
( ) ( )( ) εθεθ ++=++≤+ nnnnnn xhLxh rrrr 11  

et on applique la lemme. 

Conclusion 

Par la méthode du pas variable, on obtient une amélioration pour 
l’éstimation des erreurs de troncature et d’arrondi. 
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